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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮÏåðâîå èçäàíèå ýòîé êíèãè óâèäåëî ñâåò â 2003 ã. è èìåëî îïðå-äåëåííûé óñïåõ ó ÷èòàòåëåé, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè è ïîäâèãëîàâòîðîâ íà ïîäãîòîâêó ïåðåðàáîòàííîãî âòîðîãî èçäàíèÿ. Çà ýòî âðåìÿàâòîðû âûïóñòèëè äâà ó÷åáíèêà ïî ðàçëè÷íûì àñïåêòàì òåîðèè îïòè-ìèçàöèè � íà ïîðòóãàëüñêîì ÿçûêå 1) è íà ðóññêîì [20℄. Çà÷åì âîîáùåíóæíà òåîðèÿ îïòèìèçàöèè? Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ÷ðåçâû÷àéíî äî-ñòîéíàÿ è áîãàòàÿ íà îòêðûòèÿ îáëàñòü ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè,íàõîäÿùàÿñÿ â ïîñòîÿííîì ðàçâèòèè è âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíàÿ äëÿêàæäîãî, êòî ñïîñîáåí îöåíèòü êðàñîòó è íåòðèâèàëüíîñòü òåîðåòè÷å-ñêèõ ïîñòðîåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïîñðåäîâàíî, ÷åðåç ÷èñëåííûåìåòîäû îïòèìèçàöèè, òåîðèÿ îïòèìèçàöèè íàõîäèò ïðèìåíåíèÿ äëÿïðàêòè÷åñêîãî (÷èòàé: ÷èñëåííîãî) ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷, âîçíè-êàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ, è, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ äàííîé êíèãè, èìåííîâòîðîå ïðåäíàçíà÷åíèå òåîðèè îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.Íàïðèìåð, òå èëè èíûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðè-íÿòî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ïî èõ òîíêîñòè (áëèçîñòè ê äîñòàòî÷-íûì), à òàêæå ïî òîìó, íàñêîëüêî îáðåìåíèòåëüíû ïðåäïîëîæåíèÿ(óñëîâèÿ ãëàäêîñòè, óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé), ãàðàíòèðó-þùèå ñïðàâåäëèâîñòü äàííûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé. Âìåñòå ñ òåì,ñëåäóåò îöåíèâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè åùå è ñ òî÷êèçðåíèÿ èõ ïîòåíöèàëüíîé ïðàêòè÷åñêîé ïîëåçíîñòè, ò. å. âîçìîæíîñòèïîñòðîåíèÿ íà èõ îñíîâå íîâûõ (ëèáî îáîñíîâàíèÿ è àíàëèçà ñâîéñòâèçâåñòíûõ) ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ñàìûå òîíêèå è, êàçàëîñü áû, ãàð-ìîíè÷íûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè èíîãäà îñòàþòñÿ ñî-âåðøåííî íåâîñòðåáîâàííûìè â ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè, â òî âðåìÿêàê áîëåå ãðóáûå óñëîâèÿ íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëèòåëüíûåïðèëîæåíèÿ.Óïîìÿíóòàÿ âûøå êíèãà íà ïîðòóãàëüñêîì ÿçûêå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûìòîìîì, çà êîòîðûì ïîñëåäîâàë âòîðîé 2) , ïîñâÿùåííûé ÷èñëåííîéîïòèìèçàöèè. Â êíèãå [20℄ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðèëîæåíèÿì1) Izmailov A.F., Solodov M.V. Otimiza��ao. V. 1. Condi��oes de otimalidade,elementos de an�alise onvexa e de dualidade.�Rio de Janeiro: IMPA, 2005.2) Izmailov A.F., Solodov M.V. Otimiza��ao. V. 2. M�etodos omputaionais.�Rio de Janeiro: IMPA, 2007.

Ïðåäèñëîâèå êî âòîðîìó èçäàíèþ 7òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè èìåííî â ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè. ×òî æåêàñàåòñÿ íàñòîÿùåé êíèãè, òî îäíîé èç åå îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåéÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýëåìåíòû òåîðèè îïòèìèçàöèè èçëàãàþòñÿ â íåéäåéñòâèòåëüíî â ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîì îáúåìå (òîëüêî òî, ÷òî òðå-áóåòñÿ äëÿ èçëîæåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ çäåñü ÷èñëåííûõìåòîäîâ).Âî âòîðîì èçäàíèè ïîëíîñòüþ ïåðåïèñàíû è çíà÷èòåëüíî ðàñøè-ðåíû ï. 3.2.3 è � 6.3, ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ïðàêòè÷åñêîé âàæíîñòèðàññìàòðèâàåìûõ â íèõ ìåòîäîâ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü êâàçèíüþòîíîâ-ñêèå ìåòîäû ñëåäóåò ñ÷èòàòü íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ïîäõîäîì ê ðå-øåíèþ ãëàäêèõ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, à ìåòîäû ñåìåéñòâàbundle � íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ íåãëàäêèõ âû-ïóêëûõ çàäà÷. Íà ñàìîì äåëå, åñëè èìåòü ââèäó ëèøü âû÷èñëèòåëüíóþïðàêòèêó, à íå òåîðèþ, òî äðóãèå ìåòîäû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâçàäà÷ ìîæíî áûëî áû è íå ðàññìàòðèâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå â äåòàëÿõ.Â � 5.4 äîáàâëåí ìàòåðèàë î ïðåîäîëåíèè ý��åêòà Ìàðàòîñà äëÿìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (SQP)çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ïîïðàâîê âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷òîíà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðàêòè÷å-ñêèì ïîäõîäîì ê äàííîé ïðîáëåìå.Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ìíîæåñòâî äðóãèõ èñïðàâëåíèé è äîïîëíåíèé,áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ íîñèò õàðàêòåð êîììåíòàðèåâ, ïðèçâàííûõ,â ÷àñòíîñòè, óñèëèòü àêöåíòû è åùå ÿñíåå îáîçíà÷èòü, êàêèå ìåòî-äû äåéñòâèòåëüíî ñîñòàâëÿþò state-of-the-art ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè,à êàêèå ïðåäñòàâëÿþò â îñíîâíîì èñòîðè÷åñêèé èíòåðåñ, ëèáî ïðî-äîëæàþò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå èäåè è/èëè ðåà-ëèçàöèè, èëè â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî ïîëüçîâàòåëè ïðîñòî íå çíàþòî íàëè÷èè ëó÷øèõ àëüòåðíàòèâ.
À.Ô. Èçìàèëîâ, ÌîñêâàÌ.Â. Ñîëîäîâ, �èî-äå-ÆàíåéðîÀïðåëü 2008 ã.



ВВЕДЕНИЕÍàóêà î ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ îïòèìèçàöèè âåñüìà ìîëîäà; îíà ñ�îð-ìèðîâàëàñü âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà è ïðîäîëæàåò àêòèâ-íî ðàçâèâàòüñÿ. Èçíà÷àëüíî ïðåäíàçíà÷åííàÿ â îñíîâíîì äëÿ îáñëó-æèâàíèÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé (èëè, áîëåå îáùèì îáðàçîì, íàóêèî ïðèíÿòèè ðåøåíèé), ñåé÷àñ îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëü-íóþ îáëàñòü äåÿòåëüíîñòè íà ñòûêå òåîðèè è ïðèëîæåíèé, ñî ñâîèìèòðàäèöèÿìè, ÿçûêîì è øèðîêèì ìåæäóíàðîäíûì ñîîáùåñòâîì ñïå-öèàëèñòîâ. Â ìèðå èçäàåòñÿ ìíîæåñòâî æóðíàëîâ ïî îïòèìèçàöèè(èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò �îññèÿ, â êîòîðîé â ñèëó îïðåäåëåííûõ ïðè-÷èí íèêîãäà íå ñóùåñòâîâàëî è íå ñóùåñòâóåò ïî ñåé äåíü ñïåöèà-ëèçèðîâàííîãî íàó÷íîãî æóðíàëà ïî ýòîé òåìàòèêå). Âñå âîçðàñòàþ-ùàÿ âîñòðåáîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ â äàííîé îáëàñòè îáúÿñíÿåòñÿ êàêíàëè÷èåì ìíîæåñòâåííûõ åñòåñòâåííûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåññîââ ïðèðîäå, òàê è åñòåñòâåííûì ñòðåìëåíèåì ÷åëîâåêà ê îïòèìàëüíîéîðãàíèçàöèè ñâîåé äåÿòåëüíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðåìèòåëüíîåðàçâèòèå ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè èìåííî â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïðè-ãîäíûõ äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (â òîì ÷èñëå çàäà÷áîëüøîé ðàçìåðíîñòè), òåì ñàìûì ïî-íàñòîÿùåìó ñáëèçèâ ýòó íàóêóñ îáëàñòüþ åå âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé.Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè îïóáëèêîâàíî ìíî-æåñòâî (â òîì ÷èñëå ïðåêðàñíûõ) ðóêîâîäñòâ è ó÷åáíèêîâ ïî ÷èñëåí-íûì ìåòîäàì îïòèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [1, 4, 6, 7, 9, 10, 13, 16,17, 19, 23, 26, 28, 30�33, 36, 38, 40, 41, 44�46, 48℄; çäåñü íàìåðåííîíå óïîìèíàþòñÿ áîëåå ðàííèå è ÿâíî óñòàðåâøèå èçäàíèÿ). Îäíàêî,êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî ñïèñêà, íåñìîòðÿ íà ÷ðåçâû÷àéíî àêòèâ-íîå ðàçâèòèå ýòîãî ïðåäìåòà, ñ íà÷àëà 90-õ ãîäîâ èçäàâàëèñü ëèøüåäèíè÷íûå êóðñû òàêîãî ðîäà. Â ñîâðåìåííîé çàïàäíîé ëèòåðàòóðåïî îïòèìèçàöèè ÷àñòî öèòèðóþòñÿ êíèãè [41, 50℄, íî øèðîêîìó êðóãóðîññèéñêèõ ÷èòàòåëåé îíè íåäîñòóïíû. Äàâíî îæèäàåìûì ñîáûòèåìñòàë âûõîä �óíäàìåíòàëüíîãî òðóäà [8℄, îäíàêî àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òîè íàñòîÿùàÿ êíèãà çàéìåò äîñòîéíîå ìåñòî â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðåïî ìåòîäàì îïòèìèçàöèè.Â ëþáîì ñëó÷àå ïîÿâëåíèå íîâîãî êóðñà ïî ìåòîäàì îïòèìèçàöèèäîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ðàçúÿñíåíèÿìè, ÷åì äàííûé êóðñ îòëè÷àåòñÿ

Ââåäåíèå 9îò ñóùåñòâóþùèõ è êàêèå öåëè ïðåñëåäîâàëèñü ïðè åãî ïîäãîòîâêå.Ïðåäìåò ýòîò ÷ðåçâû÷àéíî îáøèðåí, ïîýòîìó âàæíî îáîçíà÷èòü îñ-íîâíûå ïðèíöèïû, êîòîðûìè ðóêîâîäñòâîâàëèñü àâòîðû ïðè îòáîðåìàòåðèàëà, è, ïðåæäå âñåãî, êàêèå âîïðîñû è ïî÷åìó íå íàøëè îòðà-æåíèÿ â êóðñå.�ëàâíûé îáúåêò èçó÷åíèÿ â äàííîì êóðñå � ãëàäêàÿ çàäà÷à êîíå÷-íîìåðíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áåç êàêèõ-ëèáî ïðåä-ïîëîæåíèé î âûïóêëîñòè. Òåì ñàìûì, âî-ïåðâûõ, ñîçíàòåëüíî ñâîäèòñÿê ìèíèìóìó ðàññìîòðåíèå ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîãî êëàññà íåãëàäêèõ çà-äà÷ è çàäà÷ ñ íåäîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ëèøü íåèç-áåæíîé îãðàíè÷åííîñòüþ îáúåìà êóðñà. Ýëåìåíòû íåãëàäêîãî àíàëèçàè ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû îáñóæäàþòñÿ íèæå ãëàâíûì îáðàçîì êàêñðåäñòâà ðåøåíèÿ èçíà÷àëüíî ãëàäêèõ çàäà÷. Òàêîå åñòåñòâåííîå âîç-íèêíîâåíèå íåãëàäêîñòè ïðè ðàáîòå ñ ãëàäêèìè çàäà÷àìè íàáëþäàåòñÿíåðåäêî. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ãëàäêèõ íåðàâåíñòâîáû÷íî íåãëàäêî (â íåêîòîðîì èíòóèòèâíîì ñìûñëå).Âî-âòîðûõ, âàæíîé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé îñíîâíîé ÷àñòè äàííî-ãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ ñîçíàòåëüíûé îòêàç îò èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòàâûïóêëîãî àíàëèçà. Ïðè îáîñíîâàíèè è ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå ÷èñ-ëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ ðóêîâîäñòâýòîò àïïàðàò èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè. Ýòî óäîáíî, ïîñêîëüêóíàëè÷èå âûïóêëîé ñòðóêòóðû ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àíàëèç è äàåòâîçìîæíîñòü äîâåñòè åãî äî êîíöà. Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåòñÿ åäèíàÿêàðòèíà ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, íî ëèøü äëÿ âåñüìà ñïåöèàëüíîãîêëàññà çàäà÷ ñ î÷åíü ñóùåñòâåííûìè ñòðóêòóðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.Ìîæíî, âèäèìî, óòâåðæäàòü, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî çàäà÷îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ, íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè(à åñëè è ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè, òî íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè). Êðîìå òîãî,ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà èíòåðåñíûì âûÿñíèòü, íàñêîëüêî äàëåêî ìîæíîïðîäâèíóòüñÿ â îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, íå ïðèâëåêàÿ ïîñóùåñòâó ïðåäïîëîæåíèé î âûïóêëîñòè. Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷àâòîðîâ ïðè ïîäãîòîâêå ýòîãî êóðñà áûëà äåìîíñòðàöèÿ òîãî, ÷òîïðîäâèíóòüñÿ ìîæíî äîñòàòî÷íî äàëåêî.Òåì íå ìåíåå, íåãëàäêèå âûïóêëûå çàäà÷è íå ìîãëè áûòü ïîëíîñòüþèñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ ââèäó íåñîìíåííîé âàæíîñòè è àêòó-àëüíîñòè ýòîé ïðîáëåìàòèêè. Îáçîð íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ âûíåñåí â îòäåëüíóþ ãëàâó.Âûáîð îñíîâíîãî êëàññà çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìîãî â êóðñå, âî ìíî-ãîì îïðåäåëÿåò êðóã îáñóæäàåìûõ (è ñîîòâåòñòâåííî íå îáñóæäàå-ìûõ) ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ: ãëàâíûì îáðàçîì ðå÷ü áóäåò èäòè î ìå-òîäàõ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ðåøåíèå ãëàäêèõ çà-äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áåç êàêîé-ëèáî ñïåöèàëüíîéñòðóêòóðû. Ïðè ýòîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû, âàæíûåâ èäåéíîì îòíîøåíèè, àíàëèçèðóþòñÿ èõ ñðàâíèòåëüíûå äîñòîèíñòâà



10 Ââåäåíèåè íåäîñòàòêè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü èçëîæåíèå ñâÿçíûì, ïîêàçàâ âçàè-ìîñâÿçü ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òîêóðñ ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå î state-of-the-art ÷èñëåííîéîïòèìèçàöèè, î òåõ ìåòîäàõ, êîòîðûå íàèáîëåå àêòèâíî îáñóæäàþòñÿâ ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå èçëàãàåìûå íèæåðåçóëüòàòû (ñì., íàïðèìåð, � 3.1, 4.5, 5.4) â ìîíîãðà�è÷åñêîé ëèòåðà-òóðå ïóáëèêóþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòîò êóðñ îñâåùàåò ìåòîäû îïòèìèçàöèè ñ òî÷êèçðåíèÿ ìàòåìàòèêà, à íå ïðàêòèêà: ìíîãî÷èñëåííûå òîíêîñòè ðåàëè-çàöèè è ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ èçëàãàåìûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð,ìàñøòàáèðîâàíèå, ïðèìåíèìîñòü ìåòîäîâ ê çàäà÷àì áîëüøîé ðàçìåð-íîñòè, àâòîìàòè÷åñêîå äè��åðåíöèðîâàíèå) çäåñü ïî÷òè íå îáñóæäà-þòñÿ. Íóæíî, îäíàêî, ïîíèìàòü, ÷òî äëÿ ïðàêòèêà òàêèå òîíêîñòèè ýâðèñòè÷åñêèå ïðèåìû, îñíîâàííûå íà áîëüøîì îïûòå ïðèìåíåíèÿìåòîäîâ, çà÷àñòóþ çíà÷èòåëüíî âàæíåå àáñòðàêòíûõ òåîðåì î ñõîäè-ìîñòè. Â ýòîì ñìûñëå ïðåêðàñíûìè ¾ðóêîâîäñòâàìè ïîëüçîâàòåëÿ¿ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, êíèãè [13, 42, 46, 47, 49, 50℄. Ìíîãî âíèìàíèÿâîïðîñàì ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ óäåëåíî òàêæå â áîëåå ðàííèõ èçäà-íèÿõ [32, 39℄, îäíàêî ñîäåðæàùàÿñÿ â íèõ èí�îðìàöèÿ ïî ìåòîäàìóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâíî íåäîñòàòî÷íà.Ñîâåðøåííî íå çàòðîíóò â êóðñå åùå îäèí êðóã âîïðîñîâ � óñòîé-÷èâîñòü ìåòîäîâ ê ðàçíîãî ðîäà âîçìóùåíèÿì è, â ÷àñòíîñòè, âëèÿíèåíåòî÷íîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàòðàáîòû ìåòîäà. Âàæíîñòü ýòèõ âîïðîñîâ íåñîìíåííà, íî çà îòâåòàìèíà íèõ ÷èòàòåëþ ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê äðóãèì èçäàíèÿì.Â êíèãå îòñóòñòâóåò ðàçäåë, ñîäåðæàùèé ïðåäâàðèòåëüíûå è âñïî-ìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ åå ÷òåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òîòàêèå ñâåäåíèÿ ìèíèìàëüíû: òðåáóåòñÿ ëèøü çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿñ ëèíåéíîé àëãåáðîé è ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì â îáúåìå íà÷àëü-íûõ êóðñîâ, âêëþ÷àÿ äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé ìíîãèõïåðåìåííûõ. Âåñüìà æåëàòåëüíî òàêæå çíàêîìñòâî ñ îñíîâàìè âûïóê-ëîãî àíàëèçà. Âïðî÷åì, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, â áîëüøåé÷àñòè êóðñà (ïî ñóòè äåëà, çà èñêëþ÷åíèåì ãëàâû 6) âûïóêëûé àíàëèçåñëè è ïðèâëåêàåòñÿ, òî ëèøü íà óðîâíå áàçîâûõ ïîíÿòèé è ïðîñòåéøèõðåçóëüòàòîâ ýòîé íàóêè.Èçáðàííûå �àêòû èç àíàëèçà, êîòîðûå èãðàþò â êóðñå îñîáåííîâàæíóþ ðîëü, ïðèâîäÿòñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ, èíîãäà áåç äîêàçà-òåëüñòâ (ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, òåîðåìà Âåéåðøòðàññà, òåîðåìàî íåÿâíîé �óíêöèè, òåîðåìà �àäåìàõåðà). Êðîìå òîãî, ìíîãèå èñïîëü-çóåìûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû êîììåíòèðóþòñÿ â ñíîñêàõ.Îòñóòñòâèå â êíèãå èëëþñòðàöèé îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, ïî ìíåíèþàâòîðîâ, áóäåò ïîëåçíåå, åñëè ÷èòàòåëü ñàì ïî âîçìîæíîñòè ïðîèë-ëþñòðèðóåò ïðèâîäèìûå ñâåäåíèÿ ðèñóíêàìè (îáû÷íî äâóìåðíûìè).Ïîä÷åðêíåì, ÷òî àâòîðñòâî èçëàãàåìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ óêàçûâà-åòñÿ ëèøü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ. Äåëî â òîì, ÷òî âîïðîñ îá àâòîðñòâå

Ââåäåíèå 11÷àñòî áûâàåò âåñüìà íåïðîñòûì è ñïîðíûì è âðÿä ëè ÿâëÿåòñÿ âàæíûìäëÿ áîëüøèíñòâà ÷èòàòåëåé. Ñîîòâåòñòâåííî â ñïèñêå ëèòåðàòóðû íåòîðèãèíàëüíûõ æóðíàëüíûõ ñòàòåé, à ïðèâåäåíû òîëüêî ìîíîãðà�èè.Èñòîðè÷åñêèì âîïðîñàì ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëåíî, íàïðèìåð, â [6, 41℄.Âîîáùå, öåëüþ àâòîðîâ áûëî íàïèñàíèå ìàêñèìàëüíî êîìïàêòíîãî(áåç ëèøíåé èí�îðìàöèè) è, âìåñòå ñ òåì, äîñòàòî÷íî ïîëíîãî ââå-äåíèÿ â ñîâðåìåííóþ ÷èñëåííóþ îïòèìèçàöèþ. Çà áîëåå äåòàëüíîéèí�îðìàöèåé, êàñàþùåéñÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ìåòîäîâ, ÷èòàòåëþ ñëå-äóåò îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå, ññûëêèíà êîòîðóþ èìåþòñÿ â òåêñòå.Â òåêñòå ñîäåðæèòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷. Íåêîòîðûå ïðîñòûè äàæå ðóòèííû (õîòÿ àâòîðû ñòàðàëèñü èçáåãàòü òðèâèàëüíûõ çàäà÷),à â íåêîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ âïîëíå ñîäåðæàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, ÿâëÿ-þùèåñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà, èëè ïîñòàíîâêèïðîáëåì, êîòîðûå ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé äàæå äëÿ êóðñîâûõ è äè-ïëîìíûõ ðàáîò. �ÿä çàäà÷ è ïðèìåðîâ çàèìñòâîâàíû èç [3, 10, 37, 41℄è äðóãèõ èñòî÷íèêîâ.Îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàþòñÿ, èõ ïî-ÿñíåíèå âûíåñåíî â ñïèñîê îáîçíà÷åíèé. Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê â êíèãåïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íóìåðàöèè åå ðàçäåëîâ. Íîìåð ïà-ðàãðà�à ñîñòîèò èç äâóõ öè�ð, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ îáîçíà÷àåò íîìåðãëàâû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ýòîò ïàðàãðà�. Àíàëîãè÷íî, íîìåð ïóíêòàñîñòîèò èç òðåõ öè�ð, ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò íîìåð ïàðà-ãðà�à, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ýòîò ïóíêò. Íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (�îðìóë,îïðåäåëåíèé, òåîðåì è ò. ï.) â êàæäîì ïàðàãðà�å íåçàâèñèìàÿ. Ïðèññûëêå íà îáúåêò èçâíå ïàðàãðà�à èñïîëüçóåòñÿ íîìåð, ñîñòîÿùèéèç òðåõ öè�ð, ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò íîìåð ïàðàãðà�à,à ïîñëåäíÿÿ � íîìåð îáúåêòà â ïàðàãðà�å. Ïîä ¾óñëîâèÿìè¿ òîãî èëèèíîãî óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìû, ïðåäëîæåíèÿ, ëåììû) âñåãäà ïîíèìàåò-ñÿ âñå òî, ÷òî ñêàçàíî â ýòîì óòâåðæäåíèè äî ñëîâà ¾Òîãäà¿.Ýòà êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå êóðñîâ ëåêöèé, êîòîðûå àâòîðûíà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ÷èòàëè íà �àêóëüòåòå ÂÌèÊ Ì�Ó èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, íà �àêóëüòåòå �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåí-íûõ íàóê �ÓÄÍ, à òàêæå â Instituto de Matem�atia Pura e Aplia-da (�èî-äå-Æàíåéðî, Áðàçèëèÿ). Àâòîðû ÷ðåçâû÷àéíî ïðèçíàòåëüíûIMPA, ñòàâøåìó ¾áàçîé¿ äëÿ èõ ñîòðóäíè÷åñòâà â ïîñëåäíèå ãîäû.Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü àâòîðû âûðàæàþò Claudia Sagastiz�abal çà ååïîñòîÿííóþ ïðî�åññèîíàëüíóþ è ëè÷íóþ ïîìîùü è ïîääåðæêó. Ìûïðèçíàòåëüíû Î.À. Áðåæíåâîé, à òàêæå íàøèì ñòóäåíòàì è àñïè-ðàíòàì, êîòîðûå ñïîñîáñòâîâàëè óñòðàíåíèþ íåòî÷íîñòåé è îïå÷àòîê,ïðèñóòñòâîâàâøèõ â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå ðóêîïèñè.* * *



12 ÂâåäåíèåÀâòîðû ïîñâÿùàþò ýòó êíèãó ïàìÿòè Âëàäèìèðà �åîðãèåâè÷à Êàð-ìàíîâà. Åãî çàìå÷àòåëüíûé ó÷åáíèê ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðî-âàíèå¿ ñûãðàë âûäàþùóþñÿ ðîëü â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè îòå÷å-ñòâåííîé ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè. Ñâîåîáðàçèå ñòèëÿ è ïîäõîäà ê èç-ëàãàåìîìó ìàòåðèàëó îáåñïå÷èâàþò ýòîìó ó÷åáíèêó ïîïóëÿðíîñòü óñòóäåíòîâ è ñïåöèàëèñòîâ è ïî ñåé äåíü (ïåðâîå èçäàíèå óâèäåëî ñâåòåùå â 1975 ã., à ïîñëåäíåå � â 2008 ã. [24℄). Äîëãèå ãîäû Âëàäèìèð�åîðãèåâè÷ ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â äåÿòåëüíîñòè ðîññèéñêîãîîïòèìèçàöèîííîãî ñîîáùåñòâà è â ïîäãîòîâêå êàäðîâ äëÿ íåãî, â òîì÷èñëå íà êà�åäðå èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé �àêóëüòåòà ÂÌèÊ Ì�Ó,âûïóñêíèêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáà àâòîðà íàñòîÿùåé êíèãè. Ëè÷íîåóäîâîëüñòâèå è ïðî�åññèîíàëüíàÿ ïîëüçà îò îáùåíèÿ ñ Âëàäèìèðîì�åîðãèåâè÷åì, à òàêæå åãî ìíîãîëåòíÿÿ ïðÿìàÿ è êîñâåííàÿ ïîääåðæ-êà � íåîöåíèìûé âêëàä â ýòó êíèãó.

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
R+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

R

n � n -ìåðíîå àðè�ìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå åâêëèäî-âûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé.

R(m, n) � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ m � n -ìàòðèö, ñíàáæåííîåíîðìîé, ïîä÷èíåííîé íîðìàì â R

n è R

m:x1, : : : , xn � êîìïîíåíòû âåêòîðà x 2 R

n â ñòàíäàðòíîì áàçèñåïðîñòðàíñòâà R
n (åñëè íå îãîâîðåíî èíîå).h�, �i � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.j � j � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà (àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåò-ñÿ äëÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà).j � jp � íîðìà âåêòîðà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê êîðåíü ñòåïåíè p èç ñóììûâîçâåäåííûõ â ñòåïåíü p ìîäóëåé åãî êîìïîíåíò (â ÷àñòíîñòè,j � j = j � j2):j � j1 � íîðìà âåêòîðà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìàêñèìóì èç ìîäóëåé åãîêîìïîíåíò.B(x, Æ) = fx 2 R

n�� jx � xj < Æg � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà Æñ öåíòðîì â òî÷êå x 2 R

n:B(x, Æ) = fx 2 R

n�� jx � xj 6 Æg � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà Æ ñöåíòðîì â òî÷êå x 2 R

n:dist(x, X) = inf�2X jx � �j � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà X:fxkg = fx0, x1, : : : , xk, : : :g � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.fxkg ! x (k !1) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxkg ñõîäèòñÿ ê ýëåìåí-òó x (äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fakg èñïîëüçóþòñÿòàêæå îáîçíà÷åíèÿ ak ! a (k !1) èëè limk!1 ak = a):lim infk!1 ak (lim supk!1 ak) � íèæíèé (âåðõíèé) ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè fakg:intX � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà X:lX � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X:spanX � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà X (ìèíèìàëüíîå ëèíåéíîåïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå X):onvX � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà X (ìèíèìàëüíîå âûïóêëîåìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå X):


